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Basic	  Crystallography	  -‐	  Objec8ves	  

•  Describe	  the	  posi8on	  of	  atoms	  in	  a	  crystal	  

•  Reduce	  this	  descrip8on	  to	  the	  most	  compact	  
form	  using	  symmetry	  opera8ons	  (Euclidean	  
mapping	  –	  transla8ons,	  rota8ons	  and	  reflec8ons)	  

•  Understand	  the	  structure	  of	  crystal	  
•  Provide	  methods	  for	  calcula8ng	  the	  distance	  
between	  planes,	  repeat	  lengths	  along	  direc8ons,	  
angles	  between	  planes	  and	  direc8ons	  and	  
diffrac8ng	  power	  



Plan	  

•  Direct	  space	  –	  the	  real	  world	  
•  Frac8onal	  coordinates	  
•  Symmetry	  opera8ons	  

•  LaNce	  planes	  and	  direc8ons	  

•  Point	  groups	  
•  Crystallographic	  calcula8ons	  (structure	  factor,	  
angles,	  d-‐space,	  reciprocal	  laNce,	  metric	  
tensor	  and	  orthogonal	  basis)	  



230	  Space	  Groups	  



The	  direct	  space	  

•  The	  posi8ons	  of	  atoms	  in	  crystals	  is	  the	  most	  
fundamental	  informa8on	  we	  need.	  

•  Atoms	  in	  crystals	  physically	  exist	  in	  real	  or	  direct	  
space	  where	  the	  atoms	  posi8ons	  are	  described	  
rela8ve	  to	  an	  origin,	  typically	  at	  a	  corner,	  in	  3-‐D	  
volume	  called	  the	  “unit	  cell”.	  

•  The	  3	  axes	  of	  the	  unit	  cell	  x,	  y	  and	  z	  from	  a	  right-‐
handed	  set	  with	  angles	  alpha	  (α),	  beta	  (β)	  and	  
gamma(γ)	  between	  y-‐z,	  x-‐z	  and	  x-‐y	  respec8vely.	  
The	  laNce	  parameters,	  a,	  b,	  c	  describe	  the	  
dimensions	  of	  the	  unit	  cell	  along	  x,	  y	  and	  z.	  



Unit	  Cell	  Frac8onal	  Coordinates	  



Example	  for	  alpha-‐quartz	  
•  UNIT	  CELL	  DATA	  
•  	  a:	  	  	  4.9137	  	  	  	  	  	  b:	  	  	  4.9137	  	  	  	  	  	  	  c:	  	  	  5.4047	  A	  
•  	  alpha:	  	  	  90.000	  	  	  beta:	  	  	  90.000	  	  	  gamma:	  	  120.000	  degrees	  
•  	  	  
•  	  cell	  volume:	  113.011	  A**3	  
•  calculated	  density:	  2648.86	  kg	  /	  m**3	  
•  	  	  
•  RECIPROCAL	  UNIT	  CELL	  DATA	  
•  	  	  
•  	  	  	  	  a*:	  	  	  0.2350	  	  	  	  	  b*:	  	  	  0.2350	  	  	  	  	  	  c*:	  	  	  0.1850	  1/A	  
•  alpha*:	  	  	  90.000	  	  beta*:	  	  	  90.000	  	  gamma*:	  	  	  60.000	  degrees	  
•  	  	  
•  Space	  Group	  Symbol:	  P	  32	  2	  1	  
•  	  	  
•  ASYMMETRIC	  UNIT	  
•  	  	  
•  -‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐	  
•  	  label	  	  	  Site	  Occupancy	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  x	  	  	  	  	  	  	  y	  	  	  	  	  	  	  z	  	  	  	  	  	  	  Num	  In	  Cell	  	  
•  -‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐	  
•  	  O	  	  	  	  	  	  	  O	  	  1.000	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  0.4133	  	  0.2672	  	  0.1188	  	  6	  
•  	  T	  	  	  	  	  	  	  Si	  1.000	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  0.4697	  	  0.0000	  	  0.0000	  	  3	  
•  -‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐-‐	  
•  	  	  
•  Total	  of:	  9	  atoms	  in	  the	  unit	  cell	  	  



Four	  types	  of	  symmetry	  opera8on	  



Space	  filling	  pakerns	  
•  2-‐D	  space	  filling	  pakern	  for	  

n=2,3,4	  and	  6-‐fold	  symmetry	  for	  
360°/n	  rota8ons,	  used	  in	  
combina8on	  with	  transla8on,	  
mirror	  and	  inversion	  to	  generate	  
the	  32	  3-‐D	  space	  filling	  point	  
groups	  

•  Note	  that	  5-‐fold	  symmetry	  is	  
found	  in	  quasicrystalline	  metal	  
alloys,	  but	  they	  do	  not	  have	  the	  
transla8on	  periodicity	  of	  single	  
crystals,	  first	  observed	  in	  1984.	  

•  Do	  natural	  quasicrystalline	  
minerals	  exist	  ?	  



Natural	  quasicrystal	  :	  Al63	  Cu24	  Fe13	  

LEFT: Fig. 1 (A) The original khatyrkite-bearing sample used in the study. The lighter-colored material on the exterior contains a mixture of 
spinel, augite, and olivine. The dark material consists predominantly of khatyrkite (CuAl2) and cupalite (CuAl) but also includes granules, like the 
one in (B), with composition Al63Cu24Fe13. The diffraction patterns in Fig. 4 were obtained from the thin region of this granule indicated by the red 
dashed circle, an area 0.1 µm across. (C) The inverted Fourier transform of the HRTEM image taken from a subregion about 15 nm across displays 
a homogeneous, quasiperiodically ordered, "vefold symmetric, real space pattern characteristic of quasicrystals. 
RIGHT:  Diffraction patterns obtained from natural quasicrystal grain 

Luca Bindi, Paul J. Steinhardt, Nan Yao, and Peter J. Lu. "Natural Quasicrystals." Science 324 (2009): 1306-1309. 







3D	  and	  Stereogram	  for	  Cubic	  
symmetry	  



LaNce	  –	  planes	  and	  direc8ons	  



Typical	  planes	  and	  their	  Miller	  indices	  



Typical	  laNce	  direc8ons	  



LaNce	  planes	  -‐	  Graphite	  [001]	  axis	  



32	  Point	  Groups	  



7	  Crystal	  Symmetry	  systems	  



Frequency	  of	  different	  point	  groups	  

metals	  



Examples	  of	  32	  point	  groups	  



Symmetry	  
•  The	  defining	  property	  of	  a	  crystal	  is	  its	  inherent	  symmetry,	  which	  means	  that	  

certain	  opera8ons	  result	  in	  an	  atomic	  configura8on	  iden8cal	  to	  the	  original	  
configura8on.	  For	  example,	  rota8ng	  the	  crystal	  by	  90°	  or	  180°	  about	  a	  certain	  axis	  
may	  leave	  the	  crystal	  unchanged.	  The	  crystal	  is	  then	  said	  to	  have,	  respec8vely,	  a	  
fourfold	  or	  twofold	  rota8onal	  symmetry	  about	  this	  axis.	  

•  	  In	  addi8on	  to	  rota8onal	  symmetries	  like	  this,	  a	  crystal	  may	  have	  symmetries	  in	  the	  
form	  of	  mirror	  planes	  and	  transla8onal	  symmetries,	  and	  also	  the	  so-‐	  called	  
compound	  symmetries	  that	  are	  a	  combina8on	  of	  transla8on	  and	  rota8on/mirror	  
symmetries.	  A	  full	  classifica8on	  of	  a	  crystal	  is	  achieved	  when	  all	  of	  these	  inherent	  
symmetries	  of	  the	  crystal	  are	  iden8fied.	  

•  A	  crystal	  laNce	  is	  conveniently	  described	  by	  its	  unit	  cell,	  a	  8ny	  box	  containing	  one	  
or	  more	  atoms,	  which	  is	  characterized	  by	  its	  laNce	  parameters	  a,	  b,	  and	  c	  as	  well	  
as	  the	  angles	  α,	  β,	  and	  γ	  between	  them.	  There	  may	  be	  addi8onal	  laNce	  points	  at	  
the	  center	  of	  certain	  faces	  or	  at	  the	  center	  of	  volume	  within	  the	  unit	  cell.	  The	  
posi8ons	  of	  the	  atoms	  inside	  the	  unit	  cell	  are	  described	  by	  the	  set	  of	  atomic	  
posi8ons	  (xi,	  yi,	  zi)	  measured	  from	  the	  origin,	  a	  laNce	  point	  at	  the	  corner	  of	  the	  
unit	  cell.	  

•  	  There	  are	  only	  seven	  possible	  crystal	  systems	  that	  atoms	  can	  pack	  together	  to	  
produce	  an	  infinite	  3-‐D	  space	  laNce	  in	  such	  a	  way	  that	  each	  laNce	  point	  has	  an	  
iden8cal	  environment	  to	  that	  around	  every	  other	  laNce	  point.	  The	  crystal	  systems	  
are	  a	  grouping	  of	  crystal	  structures	  according	  to	  the	  axial	  system	  used	  to	  describe	  
their	  laNce.	  



Example	  of	  invariant	  pakerns	  –	  120	  
and	  90°	  rota8ons	  



LaNce	  
•  A	  laNce	  is	  an	  infinite	  set	  of	  points	  generated	  by	  a	  set	  of	  discrete	  

transla8on	  opera8ons.	  A	  crystal	  is	  made	  up	  of	  one	  or	  more	  atoms	  
that	  are	  repeated	  at	  each	  laNce	  point.	  

•  For	  minerals,	  the	  laNce	  points	  contain	  iden8cal	  groups	  of	  atoms,	  
called	  a	  mo8f	  (or	  basis)	  of	  atoms.	  That	  is	  to	  say,	  the	  crystal	  structure	  
consists	  of	  the	  same	  atoms,	  or	  mo8fs,	  posi8oned	  around	  each	  and	  
every	  laNce	  point.	  This	  group	  of	  atoms,	  therefore,	  repeats	  
indefinitely	  in	  three	  dimensions	  according	  to	  the	  arrangement	  of	  
the	  crystal	  laNces.	  

•  In	  total,	  there	  are	  14	  laNces	  that	  fill	  the	  3-‐D	  space,	  which	  are	  the	  
well-‐known	  14	  Bravais	  laNces.	  The	  characteris8c	  rota8on	  and	  
mirror	  symmetries	  of	  the	  atoms	  or	  mo8fs	  are	  described	  by	  the	  
crystallographic	  point	  groups,	  of	  which	  there	  are	  32,	  and	  space	  
groups,	  of	  which	  there	  are	  230.	  



Direct	  space	  –	  unit	  cell	  
•  The	  unit	  cell	  may	  be	  primi8ve	  
containing	  on	  one	  laNce	  point	  
referred	  to	  	  the	  primi8ve	  basis,	  a,	  
b,	  c.	  

•  A	  non-‐primi8ve	  unit	  cell	  contains	  
mul8ple	  laNce	  points	  referred	  to	  	  
the	  crystallographic	  basis,	  ac,	  bc,	  
cc	  by	  adding	  laNce	  nodes	  at	  the	  
center	  of	  the	  unit	  cell	  using	  
'centring	  vectors’.	  Examples	  
include	  A,B,	  and	  C	  face	  centered,	  
body	  centered,	  rhombohedrally	  
and	  hexagonally	  centred.	  



14	  Bravais	  laNces	  (or	  space	  laNces)	  
'centring	  vectors’	  

•	  Primi8ve	  (P).	  LaNce	  points	  on	  the	  cell	  corners	  only,	  that	  
is,	  at	  the	  coordinates	  (x,y,z)	  =	  (0,0,0)	  

•	  Body	  centered	  (I).	  One	  addi8onal	  laNce	  point	  at	  the	  
center	  of	  the	  cell	  so	  that	  for	  each	  atom	  at	  (0,0,0)	  there	  is	  
another	  one	  at	  (1/2,1/2,1/2)	  

•	  Face	  centered	  (F).	  One	  addi8onal	  laNce	  point	  at	  the	  
center	  of	  each	  of	  the	  faces	  of	  the	  cell,	  that	  is,	  there	  are	  also	  
atoms	  at	  (1/2,1/2,0),	  (1/2,0,1/2),	  and	  (0,1/2,1/2)	  

•	  Base	  centered	  (C).	  One	  addi8onal	  laNce	  point	  at	  the	  
center	  of	  the	  base	  of	  the	  cell	  (the	  so-‐called	  C-‐plane	  
containing	  a	  and	  b),	  that	  is,	  at	  (1/2,1/2,0)	  



14	  Bravais	  laNces	  



Crystallographic	  calcula8ons	  



Structure	  factor	  -‐	  amplitude	  and	  phase	  of	  
diffracted	  wave	  	  

•  The	  structure	  factor	  is	  a	  mathema8cal	  func8on	  describing	  the	  amplitude	  and	  phase	  of	  a	  
wave	  diffracted	  from	  crystal	  laNce	  planes	  characterised	  by	  Miller	  indices	  (hkl)	  	  

•  The	  structure	  factor	  may	  be	  expressed	  as	  	  

	  where	  the	  sum	  is	  over	  all	  atoms	  in	  the	  unit	  cell,	  xj,yj,zj	  are	  the	  posi8onal	  coordinates	  of	  the	  jth	  
atom,	  fj	  is	  the	  scakering	  factor	  of	  the	  jth	  atom	  (is	  measure	  of	  the	  scakering	  power	  of	  an	  
isolated	  atom	  and	  is	  specific	  for	  each	  atom	  Mg,	  Ca,	  Fe	  etc,	  their	  charge	  state	  Fe2+,	  Fe3+,	  and	  
radia8on,	  x-‐rays,	  neutrons	  or	  electrons)	  αhkl	  is	  the	  phase	  of	  the	  diffracted	  beam.	  	  

•  The	  intensity	  of	  a	  diffracted	  beam	  is	  directly	  related	  to	  the	  amplitude	  of	  the	  structure	  factor	  	  
IFhklI	  =	  	  ((Ahkl)2	  +	  (Bhkl)2)1/2	  ,	  where	  as	  the	  phase	  is	  given	  by	  tan	  (phase	  angle)	  =	  Bhkl	  /Ahkl	  

Most	  recent	  reference	  for	  electrons	  is	  Electron	  diffrac8on.	  C.	  Colliex,	  J.	  M.	  Cowley,	  S.	  L.	  Dudarev,	  
M.	  Fink,	  J.	  Gjønnes,	  R.	  Hilderbrandt,	  A.	  Howie,	  D.	  F.	  Lynch,	  L.	  M.	  Peng,	  G.	  Ren,	  A.	  W.	  Ross,	  V.	  H.	  
Smith	  Jr,	  J.	  C.	  H.	  Spence,	  J.	  W.	  Steeds,	  J.	  Wang,	  M.	  J.	  Whelan	  and	  B.	  B.	  Zvyagin.	  Interna8onal	  
Tables	  for	  Crystallography	  (2006).	  Vol.	  C,	  ch.	  4.3,	  pp.	  259-‐429	  doi:
10.1107/97809553602060000593	  



Atomic	  scakering	  amplitudes	  for	  Cu	  



Example	  alpha-‐Quartz	  
•  REFLEXIONS!
•   !
•  ------------------------------------------------------------------------------------------------------!
•  ref no.    h   k   l   d [A]   d* [1/A]    F(Real)   F(Imaginary)      |F|      Phase [deg]    I/Imax!
•  ------------------------------------------------------------------------------------------------------!
•  [    1]   -1   1  -1   3.3434   0.29909  -2.0643e+05  -3.5754e+05   4.1285e+05       240.00   100.000%!
•  [    2]    1  -1   1   3.3434   0.29909  -2.0643e+05   3.5754e+05   4.1285e+05       120.00   100.000%!
•  [    3]    0   1   1   3.3434   0.29909   4.1285e+05   5.7203e-02   4.1285e+05         0.00   100.000%!
•  [    4]    0  -1  -1   3.3434   0.29909   4.1285e+05  -5.7203e-02   4.1285e+05         0.00   100.000%!
•  [    5]    1   0  -1   3.3434   0.29909  -2.0643e+05   3.5754e+05   4.1285e+05       120.00   100.000%!
•  [    6]   -1   0   1   3.3434   0.29909  -2.0643e+05  -3.5754e+05   4.1285e+05       240.00   100.000%!
•  [    7]    1  -1  -1   3.3434   0.29909  -1.3703e+05  -2.3735e+05   2.7407e+05       240.00    44.067%!
•  [    8]   -1   1   1   3.3434   0.29909  -1.3703e+05   2.3735e+05   2.7407e+05       120.00    44.067%!
•  [    9]    0  -1   1   3.3434   0.29909   2.7407e+05   1.9396e-02   2.7407e+05         0.00    44.067%!
•  [   10]    0   1  -1   3.3434   0.29909   2.7407e+05  -1.9396e-02   2.7407e+05         0.00    44.067%!
•  [   11]   -1   0  -1   3.3434   0.29909  -1.3703e+05   2.3735e+05   2.7407e+05       120.00    44.067%!
•  [   12]    1   0   1   3.3434   0.29909  -1.3703e+05  -2.3735e+05   2.7407e+05       240.00    44.067%!
•  [   13]    0   2  -3   1.3749   0.72732   2.2390e+05  -6.1543e-03   2.2390e+05         0.00    29.401%!
•  [   14]    0  -2   3   1.3749   0.72732   2.2390e+05   6.1543e-03   2.2390e+05         0.00    29.401%!
•  [   15]    2  -2  -3   1.3749   0.72732   2.2390e+05   2.1561e-02   2.2390e+05         0.00    29.401%!
•  [   16]   -2   2   3   1.3749   0.72732   2.2390e+05  -2.1561e-02   2.2390e+05         0.00    29.401%!
•  [   17]    2   0   3   1.3749   0.72732   2.2390e+05   2.1592e-02   2.2390e+05         0.00    29.401%!
•  [   18]   -2   0  -3   1.3749   0.72732   2.2390e+05  -2.1592e-02   2.2390e+05         0.00    29.401%!



The	  reciprocal	  laNce	  concept	  :	  1	  
A	  concept	  is	  a	  cogni-ve	  unit	  of	  meaning	  -‐	  an	  abstract	  	  idea	  or	  a	  mental	  symbol	  	  
The	   no8on	   of	   reciprocal	   vectors	   was	   introduced	   into	   vector	   analysis	   by	   J.	   W.	   Gibbs	   (1881).	   The	  
concept	   of	   reciprocal	   space	   or	   reciprocal	   laNce	   was	   adapted	   by	   P.	   P.	   Ewald	   to	   interpret	   the	  
diffrac8on	   pakerns	   of	   an	   orthorhombic	   crystal	   (1913).	   The	   concept	   is	   very	   useful	   for	   metric	  
calcula8ons	   and	   diffrac8on	   geometry.	   Let	   a,	   b,	   c	   be	   the	   elementary	   transla8on	   vectors	   (i.e.	  
associated	  with	  alpha,	  beta,	  gamma)	  of	  real	  space	  or	  direct	  laNce.	  The	  reciprocal	  laNce	   	  is	  defined	  
by	   transla8on	   vectors	   a*,b*	   and	   c*,	   which	   sa8sfy	   the	   following	   condi8ons	   related	   to	   the	   direct	  
space:	  
a*.b	  =	  a*.c	  =	  0	  	  (a*	  is	  normal	  to	  b	  and	  c)	  
b*.a	  =	  b*.c	  =	  0	  	  (b*	  is	  normal	  to	  a	  and	  c)	  
c*.a	  =	  c*.b	  =	  0	  	  (c*	  is	  normal	  to	  a	  and	  b)	  

and	  

a*.a	  =	  1	  	  	  (a=1/a*	  these	  rela8ons	  fix	  the	  direc8on	  and	  magnitude	  of	  a*	  etc)	  
b*.b	  =	  1	  	  (b=1/b*)	  
c*.c	  =	  1	  	  	  (c=1/c*)	  

From	  these	  rela8ons	  it	  follows	  that	  reciprocal	  vectors	  are	  

a*	  =	  (b	  x	  c)	  /	  a.	  (b	  x	  c)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  b*=(c	  x	  a)	  /	  b.	  (c	  x	  a)	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  c*=(a	  x	  b)	  /	  c.(a	  x	  b)	  	  
As	  volume	  of	  the	  unit	  cell	  ,	  V	  =	  a.	  (b	  x	  c)	  =	  b.	  (c	  x	  a)	  =	  c.(a	  x	  b)	  	  
a*	  =	  (b	  x	  c)	  /	  V	  	  	  	  	  	  	  	  	  b*=(c	  x	  a)	  /	  V	  	  	  	  	  	  	  	  	  c*=(a	  x	  b)	  /	  V	  

With	  magnitudes	  
Ia*I	  =	  bc	  sin	  alpha	  /	  V	  	  	  Ib*I	  =	  ca	  sin	  beta	  /	  V	  	  	  	  Ic*I	  =	  ab	  sin	  gamma	  /	  V	  
where	  Ia*I	  	  is	  equal	  reciprocal	  of	  	  the	  spacing	  of	  (100)	  planes,	  similarly	  for	  Ib*I	  and	  	  Ic*I	  for	  (010)	  and	  
(001)	  .	  

The	  roles	  of	  direct	  and	  reciprocal	  space	  many	  be	  interchanged:	  that	  is	  the	  “reciprocal”	  of	  the	  
reciprocal	  laNce	  is	  the	  direct	  laNce	  !	  Therefore	  

a	  =	  (b*	  x	  c*)	  /	  V	  	  	  	  	  	  	  	  	  b=(c*	  x	  a*)	  /	  V	  	  	  	  	  	  	  	  	  c=(a*	  x	  b*)	  /	  V	  
It	  may	  be	  easily	  verified	  that	  that	  reciprocal	  of	  direct	  triclinic	  laNce	  also	  has	  	  triclinic	  symmetry,	  but	  
not	  is	  true	  for	  all	  laNce	  symmetry	  classes.	  





The	  reciprocal	  laNce	  concept	  :	  2	  

Rela2ons	  for	  specific	  symmetries	  

In	  monoclinic	  la7ces	  b*	  II	  b	  while	  a*	  and	  c*	  are	  in	  the	  
plane	  (a,c)	  ,	  then:	  

Ia*I	  =1/(a	  sin	  beta)	  	  	  	  Ib*I	  =	  1/b	  	  Ic*I	  =	  1/(	  c	  	  sin	  beta)	  	  

alpha*	  =	  	  gamma*	  =	  π	  /2	  	  	  beta*	  =	  	  π	  –	  beta	  

In	  orthorhombic,	  tetragonal	  and	  cubic	  la7ces	  	  a*	  II	  a	  	  ,	  b*	  
II	  b	  and	  c*	  II	  c	  ,	  then:	  

	  Ia*I	  =	  1/a	  	  	  	  	  	  Ib*I	  =	  1/b	  	  	  	  	  	  	  Ic*I	  =	  1/c	  	  

alpha*	  =	  	  beta*	  =	  gamma*	  =	  π	  /2	  

In	  trigonal	  (hexagonal	  axes	  -‐	  recommended)	  and	  
hexagonal	  la7ces	  	  c*	  II	  c	  while	  a*	  and	  b*	  are	  in	  the	  plane	  
(a,b)	  ,	  then:	  

	  Ia*I	  =	  	  Ib*I	  =	  2/(a√3)	  	  	  	  Ic*I	  =	  1/c	  	  alpha*	  =	  	  beta*	  =	  π	  /2	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  
gamma*	  =	  π	  /3	  

(Note	  this	  will	  different	  for	  trigonal	  laNces	  on	  
rhombohedral	  axes)	  



The	  reciprocal	  laNce	  concept	  :	  3	  

Some	  useful	  rela2onships	  

1.	  A	  laNce	  vector	  of	  the	  reciprocal	  laNce	  r*	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  r*	  =	  ha*	  +	  kb*	  +	  lc*	  
is	  normal	  to	  the	  the	  planes	  with	  Miller	  indices	  (hkl)	  in	  the	  real	  or	  direct	  la7ce.	  
If	  the	  h,k,l	  have	  small	  integer	  values	  the	  plane	  is	  said	  to	  be	  “low	  index”	  plane	  (e.g.	  100).	  

2.	  The	  magnitude	  of	  r*	  (i.e.	  Ir*I	  =	  1/dhkl)	  ,	  is	  equal	  to	  the	  reciprocal	  of	  the	  spacing	  of	  the	  
planes	  (dhkl)	  of	  the	  real	  la7ce	  with	  indices	  (hkl).	  The	  dhkl	  is	  called	  the	  “d-‐spacing”	  in	  
angstroms	  or	  nanometres.	  

Proof:	  
1.	  The	  vectors	  (A-‐O),(B-‐O)	  and	  (C-‐O)	  define	  the	  intercepts	  of	  the	  plane	  (hkl)	  at	  A	  with	  a/
h,	  B	  with	  b/k	  and	  C	  with	  c/l.	  The	  vectors	  along	  the	  triangular	  edges	  of	  plane	  (hkl)	  	  are	  
therefore;	  
(B-‐A)	  =	  b/k	  -‐	  a/h	  	  	  	  	  (C-‐A)	  =	  c/l	  -‐	  a/h	  	  	  	  (C-‐B)	  =	  c/l	  –	  b/k	  
Hence	  	  
r*.(B-‐A)	  =	  (ha*+kb*+lc*).(b/k	  -‐	  a/h)	  =	  h/ha.a*-‐	  k/kb.b*	  =	  1	  -‐	  1	  =	  0	  
as	  a.a*=b.b*=1	  and	  h/h=k/k=	  1	  
and	  therefore	  r*.(B-‐A)	  =	  r*.(C-‐A)	  =	  r*.(C-‐B)	  =0	  
Vectors	  (B-‐A),	  (C-‐A)	  and	  (C-‐B)	  are	  in	  the	  plane	  (hkl)	  and	  perpendicular	  to	  r*	  

2.	  Remembering	  that	  a	  dot	  product	  AO.r*	  is	  equal	  to	  the	  projec8on	  of	  AO	  on	  the	  
direc8on	  of	  r*	  mul8plied	  by	  the	  magnitude	  of	  r*	  .	  If	  n=r*/Ir*I	  is	  a	  unit	  vector	  parallel	  to	  
ON	  and	  r*,	  then	  OA.n	  is	  the	  projec8on	  of	  AO	  in	  the	  direc8on	  of	  n,	  

dhkl	  =	  OA.n	  =	  (a/h).	  (r*/Ir*I)	  =	  h	  a.a*/h	  Ir*I	  =	  1/Ir*I	  	  as	  h/h	  =a.a*=1	  



The	  reciprocal	  laNce	  concept	  :	  4	  

Some	  useful	  rela2onships	  (con2nued)	  

3.	  Weiss	  zone	  law	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  r*	  =	  ha*	  +	  kb*	  +	  lc*	  and	  d	  =	  ua	  +	  vb	  +	  wc	  
The	  plane	  (hkl)	  is	  in	  the	  zone	  [uvw]	  if	  r*	  is	  perpendicular	  to	  direc8on	  d.	  
(ha*	  +	  kb*	  +	  lc*	  ).(ua	  +	  vb	  +	  wc)	  =	  0	  

hua*.a	  +	  kvb*.b	  +	  lwc*.c	  =	  0	  	  

as	  a*.a=b*.b	  =c*.c	  =1	  

hu	  +	  kv+	  lw	  =	  0	  

Given	  two	  planes	  in	  the	  same	  zone	  (h1	  k1	  l1)	  and	  (h2	  k2	  l2)	  
Zone	  direc8on	  is	  u:v:w	  =	  (k1	  l2	  –	  k2	  l1)	  :	  (l1	  h2	  –l2	  h1)	  :	  (h1	  k2	  –	  h2	  k1)	  

4.	  The	  angle	  “phi”	  between	  two	  planes	  	  (h1	  k1	  l1)	  and	  (h2	  k2	  l2)	  
r1*	  =	  h1a*	  +	  k1b*	  +	  l1c*	  
r2*	  =	  h2a*	  +	  k2b*	  +	  l2c*	  

r1*.r2*	  =	  	  Ir1*I	  Ir2*I	  cos	  (phi)	  	  
cos	  (phi)	  =	  r1*.r2*	  /Ir1*I	  Ir2*I	  	  =	  (h1a*	  +	  k1b*	  +	  l1c*).(h2a*	  +	  k2b*	  +	  l2c*)/(dhkl1	  dhkl2)	  

dhkl	  =	  1/	  I	  ha*	  +	  kb*	  +	  lc*I	  

dhkl	  =	  1/	  √(h2a*2+k2b*2+l2c*+2klb*c*cos(alpha*)+2lhc*a*cos(beta*)+2hka*b*cos
(gamma*))	  



Metric	  Tensor	  

•  The	  metric	  tensor	  is	  useful	  to	  make	  
crystallographic	  calcula8ons	  on	  the	  direct	  
laNce	  on	  any	  symmetry	  using	  matrix	  methods	  

•  The	  metric	  tensor	  M	  =	  



Metric	  Tensor	  2	  

•  The	  scalar	  product	  is	  two	  direc8ons	  is	  given	  by	  

This	  allows	  the	  calcula8on	  of	  the	  angle	  between	  
2	  direc8ons	  and	  the	  modulus	  of	  a	  direc8on	  

cos	  (angle)	  =	  [UVW1].[UVW2]/	  IUVW1I	  IUVW2I	  



Reciprocal	  Metric	  Tensor	  

•  In	  a	  similar	  way	  we	  can	  construct	  a	  reciprocal	  
metric	  tensor	  

•  cos	  (angle)	  =	  [hkl1].[hkl2]/	  Ihkl1I	  Ihkl2I	  



Using	  	  reciprocal	  metric	  tensor	  



Crystallographic	  to	  orthogonal	  axes	  
•  Many	  calcula8ons	  are	  simple	  and	  more	  
familiar	  in	  a	  orthogonal	  or	  Cartesian	  basis	  

•  A	  transforma8on	  matrix	  (CO)	  crystal	  to	  
orthogonal.	  

•  Vorthogonal	  =	  CO	  .	  Vcrystal	  -‐	  uvw	  

•  Vorthogonal	  =	  transpose	  (CO-‐1)	  .	  Vcrystal	  -‐	  hkl	  

•  Vcrystal-‐uvw	  =	  transpose	  (CO-‐1)	  .	  Vorthogonal	  

•  Vcrystal-‐hkl	  =	  CO	  .	  Vorthogonal	  



Direc8on	  [uvtw]	  



[UVW]	  and	  [uvtw]	  in	  hexagonal	  axes	  



Planes	  (hkil)	  

h+k+i = 0 



‘Cleavage’	  and	  Rhombohedral	  cells	  



Rhombhedral	  and	  hexagonal	  axes	  



Rhomboheadral	  and	  hexagonal	  cell	  



Obverse	  and	  Reverse	  Rhombhedral	  cells	  



Obverse	  and	  Reverse	  on	  hexagonal	  axes	  


